
Ëèòåðàòóðà

1. Ìàëàøîíîê Ã.È., Ëàïàåâ À.Î., Ïèðþòèí È.À. Áûñòðîå óìíîæåíèå â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë //
Âåñòíèê Òàìáîâñêîãî óíèâåðñòèòåòà. Ñåðèÿ: Åñòåñòâåííûå è òåõíè÷åñêèå íàóêè. Òàìáîâ, 2007. Ò.
12. Âûï.1. Ñ. 130.

2. Êíóò Ä. Èñêóññòâî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, Ì., ÑÏá.; Êèåâ, 2004. Ò. 2.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 äåêàáðÿ 2007ã.

Âû÷èñëåíèå êîìïëåêñíûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ
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Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä âû÷èñëåíèÿ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ. Îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ, âñå îñòàëüíûå âû÷èñ-
ëåíèÿ ÿâëÿþñÿ òî÷íûìè ñèìâîëüíî-÷èñëåííûìè.

Äàí ïîëèíîì íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñòåïåíè n

f(z) = a0z
n + a1z

n−1 + ... + anz + an+1. (1)

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

f(z) = 0

ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ E. E � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ ïî ìîäóëþ àáñîëþòíàÿ îøèáêà âû÷èñëåíèÿ äåé-
ñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè êàæäîãî êîðíÿ.

Âû÷èñëåíèå êîðíåé ïîëèíîìà ïðîâåäåì â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåí íà ìíîæèòå-
ëè, íå ñîäåðæàùèå êðàòíûõ êîðíåé, à çàòåì íàéäåì âñå êîðíè êàæäîãî èç ñîìíîæèòåëåé.

Ëåììà 1.

Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ïîëèíîìà íà ìíîæèòåëè ñâîáîäíûå îò êâàäðàòîâ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì òîëüêî òî÷íûõ ñèìâîëüíî-÷èñëåííûõ îïåðàöèé.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

f(z) = a0z
n + a1z

n−1 + ... + anz + an+1.

Ýòîò ïîëèíîì èìååò n êîìïëåêñíûõ êîðíåé, ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè, ïîýòîìó ìîæåò áûòü çàïèñàí â
âèäå

f(z) = a0

t∏
j=1

(z − zj)mj ,

t∑
j=1

mj = n,

ãäå mj - êðàòíîñòü êîðíÿ zj .
Ââåäì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü I = {1, · · · , t} - ìíîæåñòâî íîìåðîâ íåñîâïàäàþùèõ êîðíåé.

Ïóñòü ñðåäè ÷èñåë mj (j = 1 · · · t) âñòðå÷àåòñÿ s ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, n2, · · · , ns,n1 <
n2 < n3 < · · · < ns. Âûäåëèì ïîäìíîæåñòâà êîðíåé, èìåþùèõ îäèíàêîâóþ êðàòíîñòü: Ni ⊂ I,

Ni = {j : zj - êîðåíü êðàòíîñòè ni}. Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà I íà ïîäìíîæåñòâà I =
s⊔

i=1

Ni.

Ââåäåì ôóíêöèþ ki, îïðåäåëåííóþ äëÿ 1 ≤ i ≤ ns, êîòîðàÿ óêàçûâàåò íà íàèìåíüøåå èç ÷èñåë nh,
êîòîðîå íå ìåíüøå ÷åì íàòóðàëüíîå i:

ki = min
nh≥i

h. (∗)
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Ïóñòü fi � ýòî ñîìíîæèòåëè f , êîòîðûå òðåáóåòñÿ íàéòè è êîòîðûå íå èìåþò êðàòíûõ êîðíåé.
Ìû èùåì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà f(z) íà ñîìíîæèòåëè:

f(z) =
s∏

i=1

fni
i , fi =

∏
j∈Ni

(z − zj).

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ fi.
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïîëèíîìà f :

f ′ = fn1−1
1 fn2

2 fn3
3 · · · fns

s + fn1
1 fn2−1

2 fn3
3 · · · fns

s + · · ·+ fn1
1 fn2

2 · · · fns−1
s−1 fns−1

s .

Îáîçíà÷èì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ôóíêöèè f è åå ïðîèçâîäíîé:

φ1 = GCD(f ; f ′) = fn1−1
1 fn2−1

2 · · · fns−1
s .

Íàéäåì φ2 = GCD(φ1;φ′1) è çàïèøåì â âèäå

φ2 =
∏
i≥k2

fni−2
i ,

ãäå ki îïðåäåëåíà â (*). Ïðîäîëæèì âû÷èñëåíèÿ è äëÿ 2 < p < ns ïîëó÷èì:

φp = GCD(φp−1;φ′p−1) =
∏

i≥kp

fni−p
i .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî φns−1 = fs, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ó fs, ñ êîòîðûì îí âõîäèò â èñõîäíûé
ïîëèíîì f(z), ðàâåí ns � ÷èñëó ïðîèçâîäíûõ.

Îáîçíà÷èì gns = fs. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé f1 · · · fs−1 ïðåäâàðèòåëüíî âû-
÷èñëèì âñå ñîìíîæèòåëè:

gns−1 =
φns−2

g2
ns

, gns−2 =
φns−3

g3
ns

g2
ns−1

, ...,

gns−k =
φns−k−1

g2
ns−k+1g

3
ns−k+2 · · · g

k+1
ns

, ..., g0 =
φ0

g2
1g3

2 · · · g
ns
ns

.

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g = {g0, g1, · · · , gns} ìîãóò áûòü íå òîëüêî ïîëèíîìû, íî è êîíñòàíòû. Åñëè
èç íåå âû÷åðêíóòü âñå êîíñòàíòû, òî ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ {f1, f2, · · · , fs} è ïðè
ýòîì f ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ f = fn1

1 fn2
2 · · · fns

s è êàæäàÿ ôóíêöèÿ ft = gp âõîäèò â ïðîèçâåäåíèå â
ñòåïåíè p. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà íà ñîìíîæèòåëè, íåñîäåðæàùèå êðàòíûõ
êîðíåé. Ëåììà äîêàçàíà.

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Ëåììà 2.

Ïóñòü ïîëèíîì f(z) = a0z
n + a1z

n−1 + ... + anz + an+1 íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé â C, òîãäà âñå
åãî êîðíè ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ òî÷íûå ñèìâîëüíî-÷èñëåííûå îïåðàöèè è îïåðàöèè íàõîæäåíèÿ
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êîòîðûé íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

f(z) = a0z
n + a1z

n−1 + ... + anz + an+1. (2)

Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ
f(z) = 0. (3)

ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ E. E � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ ïî ìîäóëþ àáñîëþòíàÿ îøèáêà âû÷èñëåíèÿ äåé-
ñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè êàæäîãî êîðíÿ.

Âûäåëèì ó êîýôôèöèåíòîâ è íåèçâåñòíîãî z = x+iy äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü, è ïðåäñòà-
âèì ôóíêöèþ f(z) êàê ñóììó åå ìíèìîé è äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè. Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
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ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ïðèðàâíèâàíèåì äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè ïîëèíîìà
ê íóëþ.

Îáîçíà÷èì
Re(f(z)) = φ0(x, y),

Im(f(z)) = φ1(x, y).

Òîãäà ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèä: {
φ0(x, y) = 0,
φ1(x, y) = 0.

(4)

Ñèñòåìà (4) - ýòî ñèñòåìà ñîñòîÿùàÿ èç 2-õ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ 2-ìÿ íåèçâåñòíûìè.
Ðàññìîòðèì èäåàë Id = (φ0, φ1) ⊂ R[x, y], ïîðîæäåííûé φ0 è φ1. Êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4)

îáðàùàåò â íîëü ëþáîé ýëåìåíò èäåàëà Id.
Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìèàëüíûõ îñòàòêîâ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî y - ñòàðøàÿ ïåðåìåííàÿ è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëèíîìû â êîëüöå R[x][y]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
degy φi ñòåïåíü ïîëèîìà φi ïî ïåðåìåííîé y. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè degy φ1 íå ïðåâîñõîäèò
degy φ0. Òîãäà ìíîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìèàëüíûõ îñòàòêîâ ïî ñëåäóþùåé ñõå-
ìå:

α1φ0 + β1φ1 = φ2,

α2φ1 + β2φ2 = φ3,

· · ·

αmφm−1 + βmφm = φm+1,

ãäå αi ∈ R[x], βi ∈ R[x, y] âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå degy φi>degy φi+1, i =
1, 2, · · · , n.Îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ φi íà øàãå i íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ ïñåâäîäåëåíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî íàéäåííûå òàêèì îáðàçîì φi íàõîäÿòñÿ â èäåàëå Id.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòóïèòü, ñ÷èòàÿ x ñòàðøåé ïåðåìåííîé è ðàññìàòðèâàÿ φi ∈ R[y][x].
Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ýòèõ âû÷èñëåíèé áûëè ïîëó÷åíû ìíîãî÷ëåíû f1(x, y) è f2(x, y), êàê ïîñëåäíèå

íåíóëåâûå îñòàòêè. Ïîëèíîìû f1 è f2 ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî "ëèøíèìè"ñîìíîæèòåëÿìè
λ(x) è µ(y), êîòîðûå âîçíèêàþò èç-çà îïåðàöèé ïñåâäîäåëåíèÿ. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå ïîëèíîìû
f1 è f2 èìåþò âèä:

f1(x, y) = φ(x, y)η(x)θ(y)λ(x), (5)

f2(x, y) = φ(x, y)η(x)θ(y)µ(y), (6)

ãäå φ(x, y) íå ñîäåðæèò ñîìíîæèòåëåé çàâèñÿùèõ òîëüêî îò x èëè òîëüêî y. Ïîêàæåì, êàê íàéòè
êàæäûé ñàìíîæèòåëü, Ðàññìîòðèì f1(x, y). Ñ÷èòàÿ y ñòàðøåé ïåðåìåííîé, âûíåñåì îáùèé ìíîæè-
òåëü êîýôôèöèåíòîâ ïðè y - ïîëèíîìû îò x, òàêèì îáðàçîì

f1(x, y) = Q(x, y)α(x).

Òåïåðü, ñ÷èòàÿ â Q(x, y) x ñòàðøåé ïåðåìåííîé, âûíåñåì îáùèé ìíîæèòåëü ïðè x - ïîëèíîì îò y,
ïîëó÷èì:

f1(x, y) = φ(x, y)α(x)θ(y).

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî ñ ôóíêöèåé f2(x, y), òîëüêî ñíà÷àëà ñ÷èòàÿ x ñòàðøåé ïåðåìåííîé, à ïîòîì
y, ïîëó÷èì:

f2(x, y) = φ(x, y)β(y)η(x).

Âû÷èñëèì

λ(x) =
α(x)
η(x)

⇒ α(x) = λ(x)η(x),

µ(y) =
β(y)
θ(y)

⇒ β(y) = µ(y)θ(x).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âñå ñîìíîæèòåëè â âûðàæåíèÿõ (5) è (6). Îòìåòèì, ÷òî η(x) è θ(y) íå
èìåþò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, òàê êàê èíà÷å ñèñòåìà (4) èìåëà áû áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.
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Ïóñòü z = x + iy ðåøåíèå (2), òîãäà φ(x, y)λ(x) = 0 è φ(x, y)µ(y) = 0. Ðàññìàòðèâàÿ âñå ïàðû
(x, y), íàéäèííûå ñ òî÷íîñòüþ E, òàêèå, ÷òî λ(x) = 0 è µ(y) = 0, âûáèðåì èç íèõ òå, äëÿ êîòîðûõ:{

φ0(x, y) = 0,
φ1(x, y) = 0.

Ýòî áóäóò êîðíè óðàâíåíèÿ (2). Åñëè òàêèõ êîðíåé ïîëó÷åíî n øòóê, òî çàäà÷à ðåøåíà.
Åñëè òàêèõ ïàð ìåíüøå ÷åì n è åùå òðåáóåòñÿ íàéòè íåäîñòàþùèé n1 êîðåíü, òî ýòî îçíà÷àåò,

÷òî íåíàéäåííûå èñêîìûå êîðíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

φ(x, y) = 0.

Ôóíêöèÿ φ(x, y) - íåïðåðûâíà, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèèðóåìà è èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê (x, y), â êîòîðûõ îíà îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òî÷êè íàõîäÿòñÿ â ýêñòðåìóìàõ
ýòîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû{

φ0(x, y) = 0,
φx(x, y) = 0,

åñëè φx 6= 0, èëè ñèñòåìû {
φ0(x, y) = 0,
φy(x, y) = 0,

åñëè φy 6= 0. Ôóíêöèè φx è φy ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è y ñîîòâåòñòâåííî, íå ìîãóò îäíîâðåìåííî
îáðàùàòüñÿ â íîëü, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ φ(x, y) = const.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñèñòåìà 2-õ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò 2-õ ïåðåìåííûõ è ýòà ñèñòåìà
èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøíèé. Èñêàòü ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû áóäåì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê èñêàëè
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4). Åñëè òàêèì îáðàçîì íå âñå èç n1 ðåøåíèé ïîëó÷åíû, òî ïðîäîëæèì ýòîò
ïðîöåññ äàëüøå.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè îäíà èç ôóíêöèé φx èëè φy ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé,
òî ìû ìîæåì íàéòè âñå åå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, ïîäñòàâèòü èõ â φ, ðåøèòü óðàâíåíèå φ = 0
îòíîñèòåëüíî äðóãîé ïåðåìåííîé è òåì ñàìûì íàéòè âñå ïàðû (x, y), â êîòîðûõ φ(x, y) = 0.

Òàê êàê φ èìååò îáùóþ ñòåïåíü íåïðåâîñõîäÿùóþ min deg(φ1, φ0), à φx è φy èìåþò îáùóþ ñòåïåíü
ñòðîãî ìåíüøå ÷åì φ, òî òàêîé ïðîöåññ çàâåðøèòñÿ â êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ è áóäóò íàéäåíû âñå n
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2). Ëåììà äîêàçàíà.

Ýòè ëåììû ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà.

Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ïîëèíîìà (1) ñ ó÷åòîì èõ êðàòíî-
ñòè, êîòîðûé èñïîëüçóåò òîëüêî òî÷íûå ñèìâîëüíî-÷èñëåííûå îïåðàöèè è îïåðàöèè íàõîæäåíèÿ
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæèòñÿ â ëåììàõ 1 è 2.
Â ëåììàõ 1 è 2 ñîäåðæèòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âñåõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ïîëèíîìà. Íà îñíîâå

ýòîãî àëãîðèòìà áûëà ñîçäàíà Java-ïðîãðàììà. Ñ ýòîé ïðîãðàììîé ïðîâîäèëèñü ýêñïåðèìåíòû. Â
ñëåäóþùåé ãëàâå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïðîñòûå ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé
ïîëèíîìîâ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ñðåäå JDK 1.5.
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